Métodos Mateméticos
1. Silg’(o)l <1 entonces la funcién iterativa converge.

3. Silg’(a)} <<1,entoncesla rapidez de la convergencia es mayor. (Es decir,
mientras menor sea el valor de |g’(o)| , mayor serd la rapidez de la convergencia.)

3. Si g’(o) es positiva, tenemos una convergencia (o divergencia) monotona.
4. Si g’(a) esnegativa, tenemos una convergencia (o divergencia) oscilante.

Todo esto estd muy bien, excepto por una cosa. iiNo conocemos el valor real de a!! Porlo
tanto, no nos es posible hallar g’(a) . Sin embargo, podemos usar el valor de x, que
obtenemos a través de la funcién iterativa. Puesto que este valor va a estar cerca dea,
entonces tenemos que g’(a) = g’(x,) para x, = .

EJERCICIO 25.1

1.  Anote los seis primeros términos de las siguientes funciones iterativas:

@ x,,, =%x+1Lx =1 b) x,,, = 2%, +4,x =2

©) xn+,=f—3"+4,x,=3 @ xn+l=m,xl=l
: 2. Parala funcibn iterativa x,, , | = xi— 1, halle los primeros 5 términos usando
E @ x =2 ® x =1 ) x =0 @ x, =-1.

3.  Halle el limite (con una exactitud de 2 decimales) para cada una de las siguientes
funciones iterativas:

|
—

n+1

@ x =%+9 i@ x =20 @) x=10 (@) x =

]
)

. 10 i) x

x
b x = —5'-'+1 si () x =20 (@) x
% 4. Para cada una de las siguientes funciones iterativas, |

(i)  halle el limite (si existe).
(i) plantee la ecuacién que corresponde a 1a funcién iterativa, y use la funcién

b S .
‘ iterativa para hallar sus raices.
@ X1 = gat2x =1l ® Xae1 = Ent 5 = 2.
5 7
= . d = N
(C) Xnai xn__4 () X+l )Cn—6

(Nota: hay 2 soluciones para (¢} y (d).)
Haga un diagrama en telarafia para cada uno de los siguientes diagramas, y decida si
la funcién iterativa x,,, ; = g(x,), x; = a converge hacia un punto fijo x = & 0

diverge.
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Aproximaciones

6.

(a)
‘P Y Y= x
I Y = g(x)
s s
(c)
&
I
I
i
| I
ly = g(x) f = 8(x)
x e o X B
Para cada una de las siguientes funciones,
(1) halle el Iimite (con dos cifras decimales).
(i)  haga un diagrama en telarafia para verificar que existe una solucién.
(iif)  halle la férmula original que produjo la funcién iterativa.
—— 1
(a) x"+l=3xn+1,x]=]. (b) xn+l=27,xl:l
n
lo
©@ x,.=206+2"),x =1 & oz, .= 20—g;ﬁul = 2
n
2 3
) x_...=802 +04,x, = 4 () xn+,=2+x—,xl=2

(a) X = cosx+1 b)) = Mast (c) X =——

% x
Sin realmente llegar a obtener las soluciones (si existen), ;cudles de los siguientes
reordenamientos darfan un limite si se usara la funcién iterativa Xy = 8(x,)?

¢Cuéntas de las soluciones se pueden obtener empleando los reordenamientos
dados?

[Sugerencia: Haga un grifico de y = x e y = g(x), donde ¥ = g(x) estd dada en
el lado derecho de la ecuacién reordenada, para cada uno de los
reordenamientos, Y use un diagrama en telarafia).

(a) x3 —3x-1 = 0, usando
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10.

11.

(b)

()

(a)

(b)

(c)

(a)

(b)

(c)
()

(b)

Métodos Matematicos

i) x =33x+1 iy x= %(1 +x3)
i) x =223 T L
x
x
x2+x—7 = 0, usando
@ xe=tfT-x @i e 7—;—‘”
2 . 7
= g
@) x X av) - % o
TR |
e
xe 5
: S . =" &
(i) x = 2xe ) x= loge(zxz)

i x= J%ex (iv) x=- «Eex

Demuestre que la ecuacion x* — x = 1 se puede escribir en la forma x = g(x),

donde G gx)=1-x Gi) g(x) = 4M+x

Use el valor de g'(x) cerca de las raices en que x = g(x) para determinar si la
secuencia generada por la funcién iterativa x,, , | = g(x,) converge o diverge.

Resuelva la ecuacion 4 — x = 1 usando la expresién dada para g(x) (si es que
se puede hallar una solucién).

Demuestre que la ecuacién ¢° — 4x = 1 se puede escribir en la forma x = g(x),

donde (1) g(x) = %(ex— 1) (i) g(x) = log (4x+1)

Use el valor de g'(x) cerca de las raices en que x = g(x) para determinar sila
secuencia generada por la funcién iterativa x, ;. | = g(x,) converge o diverge.

Resuelva la ecuacién ¢* — 4x = 1 usando la expresién dada para g(x) (sies que
se puede hallar una solucion).

Demuestre que la ecuacién 4 sen x + x =4 se puede escribir en la forma

x = g(x),

donde (1) g(x) = 4 —4senx (i) g(x) = arcsen(iz—x)

Use el valor de g'(x) cerca de las raices en que x = g(x) para determinar si la
secuencia generada por la funcién iterativa x, 4 | = g(x,) converge o diverge.

Nota: Si y = arcsen f(x), entonces 2 - —I—(iL—

s TR
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Aproximaciones

(c) Resuelva la ecuacién 4 sen x + x = 4 usando la expresion dada para g(x) (si es
que se puede hallar una solucién).

12. (a) Demuestre que la ecuacién e’ —log X = 1 se puede escribir en la forma

x = g(x)

donde ()  g(x) = log (1+logx) (i) g(x) = el 1

(b)  Use el valor de g'(x) cerca de las raices en que x = g(x) para determinar si la
secuencia generada por la funcién iterativa x,, , | = g(x,,) converge o diverge.

(¢) Resuelva la ecuacién * —log, x = 1 usando la expresion dada para g(x) (si es
que se puede hallar una solucién). |
13. Resuelva las siguientes ecuaciones usando la funcién iterativa x,, , | = 8(x,),
reordenando apropiadamente la ecuacién dada (si fuera necesario).

(@ x(x+ 1)> =1 (b) x+tanx = 4
© == =1 @ x=@x+1)
COSx
X2
() x+logx =2 (3] ge—n—:tz 1
() 10xe*-1=0 (h) x-5x+1=0

14. (@) () Dibujelacurvay = x —6x+2.
(i) ¢Cudntas soluciones existen para la ecuacién X —6x+2 =072

(b) Reescriba la ecuacién x —6x+2 = 0 enlaforma x = g(x)y ¢
(i) haga el diagrama en telarafia que se generaria al usar la funcién '
iterativa x,, . ; = g(x,) |
(ii) use el método de aproximaciones sucesivas generadas por la funcién
iterativa x,, , | = g(x,,) para determinar una aproximacion a la mayor

raiz positiva, dando su respuesta con 2 cifras decimales.
(c) ¢Le permitir4 la ecuacién x = g(x) de la parte (b) determinar la segunda rafz
positiva?

51
15. La raiz cuadrada de un nimero positivo N, es decir, A/IT/ , se puede obtener tomando

la solucién positiva de la ecuacién x*=N.

(a) Demuestre que se puede hallar una aproximacion a JN haciendo uso dela 4

foncién iterati ! N
uncion iterativa x,, . | = § x,+—|.

Xn

(b)  Use el resultado de la parte (a) para hallar una aproximacion a JTZ
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Meétodos Matematicos

Seleccion de la primera aproximacién x = X,

Las siguientes serfan malas elecciones:
i Si fix) es indefinida.

ii. Si x; est4 lejos de donde fx) =0.
iii.  Sihay una asintota en x = X;.

iv. Si f(x) es indefinida.

Convergencia a una solucién

En la mayorfa de los casos, el método de Newton daré un valor que converge a una
solucién de f(x) = 0 (si x, se elige apropiadamente) Las aproximaciones sucesivas '
no siempre van a converger en una rafz. L.a mayoria de las razones por las cuales las
aproximaciones sucesivas no convergen €n una rafz estdn basadas en el

‘comportamiento de la funci6n cerca de 1a raiz. En seguida se indican algunas de

estas razones:

i No hay raices en el intervalo [a, b] seleccionado.

ii. Una de las raices sucesivas corresponde a un punto estacionario.

iii.  Raices sucesivas dan raices repetidas (esto sucederia si existe simetria central
alrededor de la raiz).

Esta lista no es de ninguna manera exhaustiva, pero apunta a 1a importancia de tener una
idea razonable de las propiedades y el comportamiento de la curvay = (x) cerca de la raiz.

EJERCICIO 25.3

1.

Use el método de Newton para determinar, con 2 cifras decimales, las raices de las
siguientes ecuaciones:

(@ x*-x-4=0paraxe[23] () 2 4+2x—5 =0 paraxe [1,2]

© x+x-3=0paaxel(l,2] (@ B 4x*—3 =0 paraxe [1,2]

= 1— Loy = x L
(e) senx = 1 xparaxe[4, 2:\ D CcCOSX X paraxe[4, 2]

. . . 2
Demuestre que, si x = a es una buena aproximacién a x~ = m, entonces

1( +'1-1) es mejor
2 a IOt

Use el método de Newton para determinar, con 2 cifras decimales, las raices de las
siguientes ecuaciones:

(a) tanx = l—x,x€ \:O,g) (b) log(x+1) = x -1
Explique por qué no se puede usar el método de Newton para hallar una rafz

3

. .3 2 . . .
aproximada de la ecuacion x + 1 = 5% al usar una primera aproximacion de
xy = 1.
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Aproximaciones

5. Demuestre que la raiz cuadrada de un niimero positivo 'a’ se puede obtener usando

1( a
la férmula x, , | = i(x" + ;: .
. 2 . . .
6. Demuestre que la ecuacién x> +1 = 2x° tiene una soluci6n negativa. Use el

método de Newton para determinar esa raiz con 3 cifras decimales.

Use una calculadora grifica para responder la Pregunta 1.

PRUEBA DE AUTOEVALUACION (45 MINUTOS)
1. (a) (@) Dibuje lacurva y = x3 - X
(i) En seguida dibuje lacurva y = X —x-0.1.

(iii) ¢ Cudntas soluciones habr4 para la ecuacién X -x-01 =07

(b) Reescribala ecuacién x>=x—0.1 = 0 enlaforma x = g(x)y

(i) haga el diagrama en telaraiia que se generaria al usar la funcién
iterativa x, , ; = g(x,)

(ii)  use el método de aproximaciones sucesivas generado por la funcién
iterativa x,, , | = g(x,,) para determinar una aproximacién a la mayor

raiz negativa, dando su respuesta con 2 cifras decimales.
(c¢) (Le permitird la ecuaci6n x = g(x) de la parte (b) determinar la raiz positiva?
[13 puntos]
2. (a) Dibujeel grificode x> x+e" para-2< x< 2.

(b)  Use el método de Newton-Raphson para hallar la solucién de x + e =0,
dando su respuesta con 3 cifras decimales.

[5 puntos]
3. (a) (i) Hagaungrdficoexactedey = 4x(1-x),0<x<1. '
ii)  Dibuje un diagrama en telarafia que
(ii) ] g q ﬂ‘yy=bx(l—x) y=x

muestre las primeras 15 iteraciones
que generaria la funcién iterativa

Xpe1 = 4x,(1-x,)si0<x;<1.

o<
(b) Halle la relacién entre £ y b si se debe
asegurar que la funcién iterativa

X,,1 = bx,(1-x,),b>0, generarduna /0 o

secuencia convergente de manera que

limx,,, = a.
n-—»oo
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